L3 MASS U1CD35 Université Paris Diderot
Calcul différentiel 2012 - 2013

Vendredi 19 octobre 2012 Test n°1 (corrigé)

DUREE : UNE HEURE.
DOCUMENTS, CALCULETTES ET PORTABLES NON AUTORISES.

Questions de cours.

Question de cours 1. Soit E un R-espace vectoriel.
1. Qu'appelle-t-on distance sur E 7
Une distance sur E est une application d de E? dans R telle que
e d(z,x) = 0 pour tout z € X (d nulle sur la diagonale de X?);
e d(x,y) = d(y,z) pour tout (z,y) € X? (d symétrique) ;
e d(x,y) > 0 pour tout (z,y) € X? tel que x # y (d séparée) ;
e d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) pour tout (x,y,2) € X3 (inégalité triangulaire).
2. Qu'appelle-t-on norme sur E7?
Une norme sur E est une application N de E dans R, telle que
. N(OE) =0, ot O désigne le vecteur nul de F';
N(z) > 0 pour tout = € X tel que x # O (N séparée) ;
N(tz) = |t|N(x) pour tout (t,z) € R x X (N absolument homogéne) ;
N(x+vy) < N(x) + N(y) pour tout (z,y) € X? (inégalité triangulaire).
3. Soit H -|| une norme sur E. Montrer qu'il existe une distance d sur E telle que [|z|| =
d(0g,z) pour tout z € E, ou Op désigne le vecteur nul de E.
Notons d 'application de E? dans R telle que d(z,y) = ||z—y| pour tout (z,y) € E>.
Vérifions que d est une distance. d est nulle sur la diagonale car la norme du vecteur
nul est nulle. d est symétrique car un vecteur et son opposé ont méme norme. d est
séparée car, si (z,y) € E2 et x # y, * — y # Op de sorte que d(z,y) = ||z — y|| > 0.
Si (2,y,2) € E°, d(z,y) = |z — 2+ z —y| < llo —z[| + [z — y|| = d(z,2) + d(2,y).
Enfin, d satisfait bien la relation souhaitée : ||z|| = d(0g, z) pour tout x € E.
4. Donner un exemple d'un R-espace vectoriel E et d'une distance d tels que x — d(0g, x)
ne définit pas une norme sur E.

Considérons un R-espace vectoriel F¥ non réduit au seul vecteur nul et notons ¢ la
distance discréte sur E : pour tout (x,y) € E?, §(z,y) = 0 si x = y, 1 sinon. Par
hypotheése, il existe zg € E \ {0g}. Comme 2z¢ # Og, §(0g,2z9) = 1 # 25(0g, o).
Ceci prouve que x — 0(0g, ) ne définit pas une norme sur E.

Question de cours 2. Soient (F1,d1) et (Ea,ds2) des espaces métriques et f une application de
E dans E5. Définir, successivement en francais courant et a I'aide de quantificateurs, chacune
des propriétés suivantes :

1. f est continue de (E71,d;) dans (E2, dy) ssi, pour tout élément 1 de E7, toute da-boule
ouverte centrée en f(x1) contient I'image par f d’une di-boule ouverte de centre z1,
i.e. ssi 'un des deux énoncés équivalents suivants est satisfait :

Vi € By Ve € R 3n € R f(Bqg, (z1,7m)) C Ba,(f(x1),€) (0.1)
V.Il € F; Ve € ]Ri E|77 S ]Ri Va:’l € FE; dl(azl,xll) <n= dg(f(afl), f(xll)) <€



2. f est uniformément continue de (£, d;) dans (E3,ds) ssi, pour tout € € RY, il existe
n € RY tel que les éléments de Ey a di-distance mutuelle < 7 ont des images par f
a do-distance mutuelle < e, i.e.

Ve € Rj_ 377 S Rj_ Va1 € B Vl’,l e Fq dl(l'l,l‘,l) <n= dg(f(l’l), f(x'l)) <€ (03)

3. f est Lipschitzienne de (E1,d;) dans (Es,ds2) ssi il existe une constante C' € Ry telle
que la distance des images par f de deux éléments arbitraires de F; est majorée par
C fois leur distance mutuelle, i.e.

3C € RY Y(x1,2)) € B} do(f(21), f(2))) < Cdy(z1, 7))

< sup da(f(z1), f (1))
(@1,@))eB2 a2, 1 (x1,2))

< +oo (0.4)

Donner un exemple simple de fonction continue mais non uniformément continue et d'une
fonction uniformément continue mais non lipschitzienne.

La fonction ez de R dans R telle que e3(z) = 2® pour tout z € R est continue sur R
mais non uniformément continue. En effet, pour tout n € N*, si 2}, =n + % et z, =n,

es(z) — es(zn) = % <(n + %)2 Fn+ %)n + n2> 3 (1 + % + 3;3) >3 (0.5)
Ainsi, (2, )nen et (2 )nen vérifient lim |2], — x| = 0 et inf, ey |es(z],) —es(zyn)] > 3, ce qui
prouve que ez n’est pas uniformément continue.

La fonction /- de Ry dans R, est uniformément continue mais non Lipschitzienne.
D’une part, si 0 <z <y, 0 < \/y — vz < /y —x, dott 'on déduit aisément 'uniforme
continuité de /. D’autre part, pour tout n € N*,

JE-Vo

1
L0

Ainsi, /- ne peut étre Lipschitzienne.

Question de cours 3. On considére le R-espace vectoriel R[X] des polyndmes a coefficients
réels. Donner trois normes sur R[X], dont deux au moins sont équivalentes.

L’ensemble R[X] des polynomes a coefficients réels en I'indéterminée X est un R-espace
vectoriel muni de la loi additive et de la multiplication par les scalaires réels. Précisément,
a tout polynome P € R[X], on associe une suite (ay)reny € R™ de support fini, i.e.
{k € N | aj, # 0} est une partie finie de N, telle que P = >, .\ axX*. Si P # 0, D'entier
inf{k € N | aj # 0} est le degré de P. Pour tout (ag)ren € RM et (bg)ren € RN, notant
P=%cnaXFet Q=3 bpX", on définit

P+Q= Z(ak + bk)Xk
keN

et, pour tout ¢t € R,

t.P = Z tap X"
keN

Il est bien connu que (R[X],+, .) est un R-espace vectoriel.



Notons N1, Neo, Voo €t V.. (¢ € [0,1]) les applications de R[X] dans Ry telles que, si
P € RIX] s’écrit >y o arXF ott (ag)pen € R,

Nao(P) = max a Ni(P) =3 |yl
keN
1
vo(P) = max{|P(t)] | t € [0,1]} v(P) = [P(c)] + /0 P(8)] dt.

Ce sont toutes des normes sur R[X]. Comparons les.

a) Clairement, mais, notant, pour tout n € N¥, Zo<k<n ¥ on a

Ni(P,) =n alors que Noo(Pp) =1 : ’ N4, et N7 ne sont donc pas équivalentes. ‘

b) Clairement, mais, notant, pour tout n € N*, Q,, = nX" — (n — 1) X",
on a Ni(Qn) = 2n—1 alors que Vs (Qr) = 1 (il convient d’étudier précisément @Qy,) :

’ Voo €t N7 ne sont donc pas équivalentes. ‘

c) ’Noo et V5 ne sont pas comparables.‘ En effet, pour tout n € N*, N(P,) = 1 et
Voo(Py) = n alors que Noo(Qr) = n et voo(Qn) = 1.

d) Soit ¢ € [0,1]. Alors | v/} et 1 sont équivalentes. | En effet, P(c) — P(0) = [ P'(t) dt,

1P()] - |P0)]] < |P(c) y</ 120 |dt</ \P'(0)] dt
de sorte que

1
V(P < |P(0)] + 2/0 P(8)| dt < 20)(P) et v)(P) < 20/(P).

e) Comme, pour tout t € [0, 1], P(t) = P(0) + fo P'(u) du et

/0 t P'(u) du

t 1
P < |PO)] + < [P(0)] + /O P/ (u) du < [P(0)] + /0 P/ ()] du,

on déduit que voo (P) < 1{(P). Ainsi, | Voo < 1) mais 1) et Vo ne sont pas équivalentes.

Soit n € N. Il existe un unique polynéme T,, € R[X] tel que, pour tout 6 € R,
T, (cos ) = cos(nb).
En effet, comme cos 6 = 3(e? + ™) et e = cos 6 + isin6,

n

e = (cosf + isin )" ( (cos 0)"*i¥(sin §)*
0<k<n

1
cos(nf) = 2( ¥ 4 emind) n) (cos0)™ 1+( 1) )ik(sinﬁ)k

ol

0<k<n

(;) (cos )" (=1)"(sin §)*
- (

) (cos )" 2 (—1)}(1 — cos? ).

3
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Il en résulte que

T, (X ( )X“ Ax? -1

Ainsi, voo(Ty,) = MaXge o =] ]cos(n& | L.
Dérivant I’équation définissant T),, on obtient —sinf 7T} (cosf) = —nsin(nf) pour
tout # € R. Il existe donc un unique polynéme U,_1 = %T " tel que,
sin(nf)
Vo e R\nZ Upy,_ 0) = ———-.
AL Un—ifcost) = =2

D’ou v(T,) = |Tn(0)] + nfol |Un—1|. D'une part, T,,(0) = cos(nf) vaut 0 si n est
impair, (—1 )"/ 2 si n est pair. D’autre part, en utilisant le changement de variable
T = cos b,

™

1 fud ks nZk
/ |Upn—1|(z) dz = /2 |Up—1(cos0)|sin 6 df = /2 | sin(nh)|df = i/ ’ | sin(u)| du
0 0 0 0

n—1 s n—1 jus
1 (k+1)3 1 2 T
:72 sin(u du:fE sin(u + k—=)| du.
n /k;" | ( )| n k:O/O | ( 2)|

k=0 2

J? |sin(u)|du  si k est pair

Or, [ |sin(u+kF)|du = { =1.Dou [ [Up1| = 1.

Jo? |cos(u)|du  si k est impair
En conclusion, v{(T},) > n.

Exercices.

Exercice 1. Soient f et g deux fonctions définies de R dans R telles que f(0) = ¢g(0) =0

et, pour tout z € R¥,
f(z) =si D) e (x) .
r)=sin| — x)=xcos| —|.
T g x

Soit zg € R. La fonction f (resp. g) est-elle continue en x( 7 Justifier.

Les fonctions cos, sin sont continues sur R et la fonction ¢ : R* 3 2 + 2~ ! est continue
de R* dans R*. Il résulte de la régle de composition des fonctions continues que, pour tout
xg € R*, f et g sont continues en xg.

Montrons que f n’est pas continue en 0. Sinon, notant x,, = (g—i-mr)_l pour tout n € N,
comme lim x, = 0, on aurait lim f(z,) = f(0) = 0; or, f(z,) = sin(§ +nw) = (—1)"!

Enfin, g est continue en 0 car |g(z)| < |z| pour tout = € R.

Exercice 2. Le R-espace vectoriel R? est muni de sa norme ||-|| o : [|(@, ¥, 2)|0c0 = max{|z]|, |y|,|z|}
si (z,y,2) € R3. On note :

A={z,y,2) eR® |z >0etx? +4> + 23 < 1}.
Dire et prouver si A est une partie ouverte (resp. fermée, bornée) de (R3, || - ||oo).

A nest pas un fermé de (R3[| - [|). En effet, p, = (1,0,0) € A pour tout n € N* et
(Pn)nen= converge vers Ops ¢ A.

A nest pas un ouvert de (R3,| - ). En effet, ¢, = (1, 1,0) ¢ A pour tout n € N* et
(Gn)nen+ converge vers (1,0,0) € A.

A n’est pas borné car, pour tout n € N*, (1,0,—n) € A et ||(1,0, —n)|| = n.



